Paires sym\'etriques orthogonales et Isomorphisme de Rouvi\`ere by Torossian, Charles
ar
X
iv
:m
at
h/
03
09
21
2v
1 
 [m
ath
.R
T]
  1
2 S
ep
 20
03
Paires syme´triques orthogonales et Isomorphisme
de Rouvie`re
CHARLES TOROSSIAN
CNRS UMR 8553 , D.M.A.
E´cole Normale Supe´rieure,
45 rue d’Ulm 75230 Paris Cedex 05,
torossia@dma.ens.fr
10/09/2003
Re´sume´ : Dans un travail re´cent A. Alekseev et E. Meinrenken (arXiv :
math. RT/0308135) e´tudient les implications des de´formations de l’alge`bre
de Weyl en the´orie de Lie. Ils montrent notamment, que pour les paires
syme´triques orthogonales avec forme biline´aire anti-invariante pour l’invo-
lution de l’espace syme´trique, la formule de Rouvie`re est encore un isomor-
phisme d’alge`bres. On montre dans cette note comment retrouver ce re´sultat
en utilisant nos re´sultats sur l’homomorphisme d’Harish-Chandra ge´ne´ralise´
([18], [19] et [21]).
1 Introduction
Soit g une alge`bre de Lie de dimension finie sur C, munie d’une involu-
tion σ d’alge`bre de Lie. On appellera (g, σ) une paire syme´trique [6]. Si g
n’est pas alge´brique au sens de Chevalley [5] alors on peut trouver une paire
syme´trique (g, σ) alge´brique qui prolonge (g, σ) comme paire syme´trique
avec g l’enveloppe alge´brique de g [22].
Soit g = k⊕ p la de´composition en espaces propres relativement a` σ, on
dira la σ-de´composition. On notera g = k⊕p la σ-de´composition de g. Alors
k est l’enveloppe alge´brique de k [22]. Soit U(g) l’alge`bre enveloppante de
g. On de´finit pour X ∈ k le caracte`re δ(X) = 12trg/kad(X). On note k
−δ la
sous-alge`bre de U(g) de´finie par {X − δ(X),X ∈ k}.
L’un des points fondamentaux en analyse harmonique est de compren-
dre la nature de l’alge`bre commutative ([13], [8]) (U(g)/U(g) · k−δ)k , qui
est directement lie´e a` l’alge`bre des ope´rateurs diffe´rentiels invariants sur les
demi-densite´s de l’espace syme´trique G/K correspondant a` ces donne´es.
Nous avons de´fini dans [18], ce que devrait eˆtre l’homomorphisme d’Harish-
Chandra ge´ne´ralise´ dans ce contexte ge´ne´ral, de (U(g)/U(g) · k−δ)k sur S[p]k
ou` S[p]k de´signe l’espace des k-invariants dans l’alge`bre syme´trique S[p]. Pour
l’instant notre formule est a` valeurs dans le corps de fractions rationnelles
et nous conjecturons (conjecture polynomiale) qu’elle est toujours a` valeurs
polynomiale (voir aussi [9] pour des conjectures plus ge´ne´rales).
Dans la plupart des cas connus (nous pensons que c’est toujours le
cas) ou` l’on sait que ces deux alge`bres sont isomorphes, notre homomor-
phisme re´alise un isomorphisme d’alge`bres. En particulier on retrouve l’i-
somorphisme de Rouvie`re du cas re´soluble et l’isomorphisme de Helgason-
Harish-Chandra dans le cas des paires syme´triques re´ductives.
Dans [21] nous avons e´tudie´ le cas des paires syme´triques orthogonales
(c’est a` dire munie d’une forme biline´aire invariante non de´ge´ne´re´e) dont la
forme biline´aire e´tait σ-invariante. Nous avons montre´ que dans ce cas notre
formule re´alisait encore un isomorphisme d’alge`bres de (U(g)/U(g) · k−δ)k
sur S[p]k, mais qu’en ge´ne´ral ce n’e´tait pas la formule de Rouvie`re.
En utilisant les re´sultats de notre the`se [18, 19] on peut montrer (c.f.
the´ore`me 2 de cette note) que la formule de Rouvie`re s’e´tend aux paires
syme´triques pour lesquelles les e´le´ments ge´ne´riques de p∗ admettent des
polarisations σ-stables ve´rifiant la condition de Pukanszky. On notera P −
sigma cette condition.
Dans un travail re´cent A. Alekseev et E. Meinrenken [1] e´tudient les
implications des de´formations de l’alge`bre de Weyl en the´orie de Lie. Ils
montrent notamment (the´ore`me F), que pour les paires syme´triques orthog-
onales avec forme biline´aire anti-invariante pour l’involution σ, la formule
de Rouvie`re est encore un isomorphisme d’alge`bres.
On montre dans cette note que la classe d’espaces syme´triques conside´re´e
par A. Alekseev et E. Meinrenken, ve´rifie la condition P − sigma (the´ore`me
1) ce qui montre que la formule de Rouvie`re s’applique dans ce cas.
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2 Une classe d’espaces syme´triques pour l’isomor-
phisme de Rouvie`re
Rappelons dans un premier temps ce qu’est la formule de Rouvie`re.
Soit X ∈ p, alors ad2(X) est un endomorphisme de p et l’on peut con-
side´rer la fonction J(X) de´finie par
J(X) = det
p
(sinh adX
adX
)
. (1)
La se´rie formelle J1/2 est bien de´finie car J(0) = 1, c’est un e´le´ment de
S[[p∗]]. On peut alors conside´rer ∂J1/2 l’ope´rateur diffe´rentiel d’ordre infini
a` cœfficients constants agissant comme endomorphisme sur S[p].
On note β la syme´trisation de S[p] sur U(g)/U(g) · k−δ . Pour P ∈ S[p]k
on note [14]
R(P ) = β(∂J1/2P ).
C’est un e´le´ment de (U(g)/U(g) ·k−δ)k et R est la formule de Rouvie`re. C’est
une formule analogue a` celle de Duflo [7]. Cette formule de´finit dans le cas
des paires syme´triques re´solubles [14] ou dans le cas des paires syme´triques
ve´rifiant la condition P − sigma, un isomorphisme d’alge`bres de S[p]k sur
(U(g)/U(g) · k−δ)k (the´ore`me 2).
2.1 Construction de polarisations σ-stables
Le premier re´sultat de cette note est :
The´ore`me 1. Soit (g, σ) une paire syme´trique orthogonale sur C, munie
d’une forme biline´aire invariante, non de´ge´ne´re´e et anti-invariante pour σ.
On note (g, σ) une enveloppe alge´brique comme paire syme´trique, alors tout
e´le´ment ge´ne´rique f ∈ p∗ admet une polarisation σ-stable ve´rifiant la con-
dition de Pukanszky.
Avant de de´montrer le the´ore`me faisons quelques rappels sur les e´le´ments
ge´ne´riques de p∗ dans notre situation.
On note B la forme biline´aire invariante et non de´ge´ne´re´e. Par de´finition
de l’anti-invariance pour σ on a
B(σ(x), σ(y)) = −B(x, y).
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On en de´duit imme´diatement que k et p sont isotropes et en dualite´. En
de´finitive p∗ est isomorphe comme k-module a` k.
Soit f ∈ p∗ = k⊥ une forme line´aire nulle sur k. Notons xf l’e´le´ment de
k correspondant via la forme B. Cet e´le´ment admet une de´composition de
Jordan dans k, notons la`
xf = xs + xu.
Le noyau de la forme alterne´e Bf (rappelons que l’on a Bf (x, y) = f [x, y])
associe´e a` f est alors le centralisateur de xf , on le note comme d’habitude
gf . Alors gf est σ-stable et on a gf = kf ⊕ pf . De plus k/kf et p/pf sont
en dualite´ par Bf [11]. Comme k et p ont meˆme dimension on en de´duit que
c’est aussi le cas pour kf et pf .
Un e´le´ment f ∈ p∗ est re´gulier au sens des paires syme´triques si gf est de
dimension minimale parmi les gg pour g ∈ p∗. Les formes line´aires re´gulie`res
dans p∗ forment un ouvert de Zariski et ve´rifient les conditions suivantes
([18] paragraphes 1.2 et 1.3) :
1. [k
f
, pf ] = 0.
2. la sous-alge`bre engendre´e par pf est nilpotente et on note sf son tore
maximale. Il est inclus dans p.
On dit que f est ge´ne´rique (on dit aussi tre`s re´gulier) si le tore sf est de
dimension maximale parmi les tores sg avec g re´gulier. Les tores sf pour f
ge´ne´riques sont tous conjugue´s ([18] proposition 1.4.2.1).
Une polarisation en f dans g est une sous-alge`bre isotrope pour Bf et de
dimension maximale. C’est automatiquement une sous-alge`bre alge´brique.
On dit que f ve´rifie la condition de Pukanszky si on a b = gf + bu avec bu
le radical unipotent de b.
Notons Z(g) le centre de g et Z(g)s sa partie semi-simple. Le σ-rang de g
est de´fini comme e´tant la dimension de tores sf/sf ∩Z(g)s pour f ge´ne´rique
dans p∗.
Preuve du the´ore`me 1 : La de´monstration se fait comme d’habitude par
re´currence sur la dimension de g.
La forme B est invariante par g et donc par g. Soit f ∈ p∗, ge´ne´rique. On
note encore f sa restriction a` g. On e´crit xf = xs + xu. On voit facilement
que gf est encore le centralisateur de xf dans g. En effet on a pour tout
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x ∈ g ,
[x, g] = [x, g].
Alors si f([x, g]) = f([x, g]) = 0, on a B(xf , [x, g]) = B([xf , x], g) = 0, ce
qui permet de conclure.
Conside´rons la de´composition de g sous l’action adjointe de xs (rappelons
que g est un ide´al de g), On a
g = go ⊕
∑
λ
gλ (2)
avec gλ espace propre pour la valeur propre λ. Comme on a σ(xs) = xs
l’espace propre gλ est σ-stable. Comme on a gλ = gλ on a aussi
g = go ⊕
∑
λ
gλ. (3)
On a clairement go = go enveloppe alge´brique de go.
La forme B e´tant invariante par g, on a gλ ⊥B gµ si λ + µ 6= 0. On en
de´duit que si λ est racine alors −λ l’est aussi et que gλ et g−λ sont en dualite´.
Comme dans [18] (comme dans le cas re´ductif) on peut se´parer les racines
en deux sous-ensembles ∆ et −∆ stables par addition. Alors n =
∑
λ∈∆ gλ
est une sous-alge`bre σ-stable.
La sous-alge`bre go est σ-stable, contient g
f et B|go × go est non de´ge´ne´re´e.
Par conse´quent (go, σ) est un paire syme´trique qui est dans la meˆme classe
que g. Pour construire une polarisation σ-stable de f dans g il suffit de
construire une polarisation σ-stable de f dans go ve´rifiant la condition de
Pukanszky et de lui ajouter n.
La de´composition (3) est orthogonale pour Bf et Bf est non de´ge´ne´re´e
sur [xs, g]. On en de´duit facilement que f |go est encore ge´ne´rique dans p
∗
o
([18], paragraphe 1.4). On pourra donc appliquer l’hypothe`se de re´currence
si la dimension de go est infe´rieure a` la dimension de g, c’est a` dire si adg(xs)
est non nul.
Supposons que pour f ge´ne´rique on ait adg(xs) = 0. Je dis alors que g
est de σ-rang nul et d’apre`s le the´ore`me 1.5.3.1 de [18] cet e´le´ment admet
une polarisation σ-stable ve´rifiant la condition de Pukanszky.
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En effet si le tore sf n’est pas central dans g on a une de´composition en
espaces radiciels sous l’action adjointe de sf
g = g(o) ⊕
∑
µ
g(µ).
Comme f est re´gulier on a gf ⊂ g(o). Alors g(µ) est stable par g(o), en partic-
ulier sous l’action adjointe ad(xf ) car xf ∈ g
f ⊂ go. Or ad(xf ) est unipotent
(car ad(xs) = 0) donc il existe y ∈ gµ non nul ve´rifiant [xf , y] = 0, c’est a`
dire y ∈ gf ⊂ g(o) ce qui est absurde, car g(o) ∩ gµ est nul. ✷
Remarque : Si (G,σ) est un groupe alge´brique connexe correspondant a`
la paire syme´trique (g, σ), notre de´monstration montre facilement que l’on
peut choisir une polarisation stable par K(f) avec K les points de σ dans G.
2.2 Une extension des re´sultats de [18, 19]
Nous conside´rons que le deuxie`me re´sultat de cette note e´tait acquis et
contenu dans [18, 19]. Par souci de clarete´ nous pre´sentons ici ce re´sultat
sous une forme plus autonome :
The´ore`me 2. Soit (g, σ) une paire syme´trique alge´brique sur C ve´rifiant la
condition P − sigma, alors la formule de Rouvie`re de´finit un isomorphisme
d’alge`bres de S[p]k sur (U(g)/U(g) · k−δ)k.
Le principe de l’extension des scalaires assure que ce re´sultat est encore
vrai sur le corps des re´els. Comme g est un ide´al dans g, on de´duit de ces
deux the´or`e´mets pre´ce´dents une autre preuve du the´ore`me F de [1].
Corollaire 1 ([1]). Soit (g, σ) une paire syme´trique orthogonale avec forme
biline´aire anti-invariante par σ, alors la formule de Rouvie`re est un isomor-
phisme d’alge`bres de S[p]k sur (U(g)/U(g) · k−δ)k.
Preuve du the´ore`me 2 : Ce the´ore`me est une conse´quence non triviale
de la me´thode des orbites et c’est l’essence de la preuve de Duflo [7] que l’on
a applique´e aux espaces syme´triques dans [18, 19] (voir aussi [4] et [20]).
On e´bauche les grandes lignes de la de´monstration qui consiste en une
redite des textes [18, 19].
Introduisons quelques notations indispensables dont on trouvera les de´fini-
tions de´taille´es dans [18, 19].
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On se donne (G,σ) un groupe line´aire alge´brique muni d’une involution
ve´rifiant Lie(G) = g et tel que la diffe´rentielle de σ a` l’origine co¨ıncide
avec l’involution de l’alge`bre de Lie (que l’on note par la meˆme lettre). On
pose K = Gσ le sous-groupe des points fixes. On note ∆G le caracte`re
|detgAd(x)|
−1 et ∆G,K(x) = ∆K(x)/∆G(x) = |detg/kAd(x)| le caracte`re
de K.
Pour χ un caracte`re de K on note G×K Cχ le fibre´ en droites dont les
sections ve´rifient φ(gk) = χ(k)−1φ(g). On de´finit (voir par exemple [18],
paragraphe 2.1) via les mesures de Haar une densite´ a` valeur dans G ×K
C∆G,K note´ dG/K . On a alors
dG,K(gk) = ∆G,K(k)
−1dG,K(g).
On conside`re les objets re´els sous-jacents. Comme G est un sous-groupe d’un
groupe line´aire on introduit l’ouvert invariant et σ-stable, V des e´le´ments
de X ∈ g ve´rifiant |Im(λ)| < pi/4 pour toutes valeurs propres λ de X. L’ap-
plication exponentielle est un diffe´omorphisme de V ∩ p sur son image dans
G/K, de plus W = p ∩ V est invariant par l’action adjointe de K.
La mesure de Lebesgue sur p∗ est semi-invariante par K de poids ∆G,K .
Par de´sinte´gratrion on obtient sur presque toutes les orbites ge´ne´riques ω une
mesure de poids ∆G,K que l’on note dλω. On peut sans perte de ge´ne´ralite´
supposer que ces mesures sont tempe´re´es, ce qui permet de conside´rer leurs
transforme´es de Fourier que l’on multiplie par J−1/2. Ce sont des fonctions
ge´ne´ralise´es sur W semi-invariantes de poids ∆−1G,K .
Le point clef est de montrer que ces fonctions ge´ne´ralise´es sont pro-
pres sous l’action naturelle de (U(g)/U(g) · k−δ)k, alge`bre des ope´rateurs
diffe´rentiels invariants sur les demi-densite´s de G/K.
On conside`re l’application exponentielle note´e Exp de p surG/K. Comme
c’est un diffe´omorphisme de W sur son image et on peut conside´rer l’image
re´ciproque du fibre´ en droites Exp∗
W
(G×K C∆1/2G,K
) =W × C.
Soit ϕ(X)dX une densite´ sur W a` support compact et conside´rons la
densite´ du fibre´ G×K C∆1/2G,K
a` support dans Exp(W) de´finie par
Exp∗(ϕ(X)dX) = Φ(g)dG,K ,
alors Φ est une section du fibre´ G×K C∆−1/2G,K
.
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Par hypothe`se les orbites ge´ne´riques admettent des polarisations σ-stables
qui ve´rifient la condition de Pukanszky. Pour un tel f ∈ p∗ on note b une
polarisation σ-stable. Notons B le groupe alge´brique connexe d’alge`bre de
Lie b. Notons χf la fonction de´finie sur B∩exp(V) = exp(b∩V) ([18], lemme
2.3.3.1), par χf (exp(X)) = e
if(X). Remarquons que l’on n’a pas besoin de
de´finir un caracte`re du groupe B ce qui a l’avantage de ne pas supposer que
if |b soit inte´grable. On conside`re la section ge´ne´ralise´e du fibre´ G×KC∆−1/2G,K
de´finie sur Exp(W) par
ΦdG,K 7−→ j∗(ΦdG,K) =
∫
B/B∩K
Φ(b)χf (b)∆
−1/2
G,B (b)dB,B∩K(b). (4)
D’apre`s [18], 2.8 tous les caracte`res sont bien ajuste´s. D’apre`s [18], the´ore`me
3.3.2.1, c’est une section ge´ne´ralise´e propre sous l’action des ope´rateurs
diffe´rentiels invariants Du pour u ∈ (U(g)/U(g) · k
−δ)k. Ceci fournit donc
un caracte`re de cette alge`bre note´ u −→ λf,b(u).
Pour k ∈ K la formule
ΦdG,K 7−→ j∗(ΦdG,K)(k) =
∫
B/B∩K
Φ(kb)χf (b)∆
−1/2
G,B (b)dB,B∩K(b)
de´finit encore une section ge´ne´ralise´e propre sous l’action des ope´rateurs Du
de meˆme caracte`re λf,b car Du est invariant.
La condition de Pukanszky assure que l’orbite K · f est fibre´e
K · f = K ×K∩B (f + (p ∩ b)
⊥).
Les paragraphes 2.6 et 2.7 de [18] montrent alors que∫
K/K∩B
j∗(ΦdG,K)(k)∆
−1/2
G,K (k)dK,K∩B(k) (5)
est proportionnelle a`∫
K·f
dλω(ξ)
(∫
p
ϕ(X)eiξ(X)J−1/2(X)
)
. (6)
On conclut d’une part que la transforme´e de Fourier de l’orbite ω = K · f
multiplie´e par J−1/2 est une fonction ge´ne´ralise´e sur W propre sous l’action
des ope´rateurs Du e´crits en coordonne´es exponentielle. Comme on peut re-
constituer la masse de Dirac en 0 ∈ p, on en de´duit comme dans [7, 4, 19]
que pour presque tout f ∈ p∗ le caracte`re λf,b est donne´ par la formule de
Rouvie`re. Ceci montre que la formule de Rouvie`re est un homomorphisme
d’alge`bres.✷.
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2.3 Comparaison avec l’homomorphisme d’Harish-Chandra
ge´ne´ralise´
Expliquons maintenant pourquoi dans l’hypothe`se d’une paire syme´trique
orthogonale avec forme biline´aire anti-invariante par σ, notre homomor-
phisme d’Harish-Chandra ge´ne´ralise´ co¨ınciderait avec la formule de Rouvie`re.
La de´monstration de [21] concernant le cas des paires syme´triques re´solu-
bles est base´e sur l’e´tude des parties radiales des ope´rateurs diffe´rentiels in-
variantes ”a` l’infini”. C’est ce que l’on fait dans le cas des espaces syme´triques
re´ductifs. La comparaison des facteurs dominants fournit dans le cas re´soluble
le re´sultat cherche´.
Cette de´monstration fonctionne sans proble`me pour le cas e´tudie´ dans
cette note sous la condition que l’on sache e´crire l’action des ope´rateurs
diffe´rentiels invariants en coordonne´es exponentielles sur les distributions
K-semi-invariantes. A savoir apre`s modification par J1/2, ces ope´rateurs
agissent comme des ope´rateurs a` cœfficients constants, ce qui expliquerait a
posteriori que les transforme´es de Fourier des K-orbites dans p∗ soient des
fonctions propres comme nous venons de le voir.
C’est le proble`me de l’extension de l’isomorphisme de Rouvie`re (ou celui
de Duflo dans le cas des groupes) au cas des distributions a` support quel-
conque, qui motive les conjectures de Kashiwara-Vergne-Rouvie`re sur les
formules de Baker-Campbell-Hausdorff ([12, 15, 16, 17, 2, 3, 23, 24]. En ef-
fet l’isomorphisme de Rouvie`re signifie que l’application exponentielle re´alise
un isomorphisme pour la convolution entre les distributions K-invariantes a`
support 0 dans p et les distributions K-invariantes a` support dans e ∈ G/K.
On peut penser que pour la classe d’espaces syme´triques conside´re´e, cette
extension est encore vraie ce qui assurerait que l’isomorphisme de Rouvie`re
et notre homomorphisme co¨ıncident.
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